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Resumen

Las redes BPL (Broadband Power Line) operan bajo el estándar HomePlug 
AV (HPAV) el cual utiliza las tecnologías CSMA/CA y TDMA como 
mecanismo de acceso al medio, donde CSMA/CA está destinado para la 
transmisión de paquetes de datos y TDMA se utiliza para la transmisión 
de paquetes de voz y video, con el fin de ofrecer adecuados niveles de QoS. 
Sin embargo, pese a que el HPAV puede alcanzar altas tasas de transmisión, 
no cuenta con un adecuado mecanismo de asignación de ancho de banda 
(AB), lo cual afecta considerablemente el rendimiento de la red a medida 
que aumenta el número de usuarios debido a que únicamente un nodo 
puede transmitir a la vez. De acuerdo a lo planteado y, considerando que 
una red BPL puede ser representada como un juego cooperativo de utilidad 
transferible (UT), en el presente artículo se propone el uso de dos técnicas 
para la asignación equitativa de ancho de banda: nucleolus y max-min 
fairness, las cuales forman parte de la teoría de juegos cooperativos. Al 
realizar el comparativo de las técnicas nucleolus y max-min fairness como 
estrategia para la asignación de recursos, se encontró que esta última genera 
los mejores resultados. Además, se pudo evidenciar que la teoría de juegos 
puede ser considerada como una novedosa estrategia para la optimización 
de recursos en una red LAN sobre BPL.

Palabras clave: HomePlug; nucleolus; max-min fairness; teoría de 
juegos; redes BPL.
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Bandwidth optimization in BPL power lines  
using nucleolus and max-min fairness techniques

Abstract
BPL power lines (Broadband Power Line) run under the HomePlug AV (HPAV) standard 
which uses the technologies CSMA/CA and TDMA as a mechanism of access to the 
medium, in which CSMA/CA is intended for the transmission of data packets and TDMA 
is used for the transmission of voice and video packets, in order to offer adequate levels 
of QoS. However, notwithstanding that the HPAV can reach high transfer rates, it lacks 
the adequate bandwidth (AB) allocation mechanism, which in turn interferes significantly 
with the network’s performance as the number of users rise due to the fact that only one 
node can transmit at once. In line with the raised above and taking into account that a 
BPL network can be represented as a cooperative game with transferable utilities (UT), 
the present paper proposes the use of two equitable bandwidth allocation techniques: 
nucleolus and max-min fairness, which are part of the cooperative game theory. In the 
comparison of the nucleolus y max-min fairness techniques as an strategy for resource 
allocation it was found that the latter produces the best results. Furthermore, it was 
made evident that game theory can be regarded as a groundbreaking strategy for the 
optimization of resources in a LAN network on BPL.

Keywords: HomePlug; nucleolus; max-min fairness; game theory; BPL Power Lines.

Otimização da largura de banda em redes BPL  
usando as técnicas nucleolus e max-min fairness

Resumo
As redes BPL (Broadband Power Line) operam sob o padrão HomePlug AV (HPAV), o 
qual utiliza as tecnologias CSMA/CA e TDMA como mecanismo de acesso ao meio, em 
que CSMA/CA está destinado à transmissão de pacotes de dados e TDMA à transmissão 
de pacotes de voz e vídeo, com o objetivo de oferecer adequados níveis de QoS. Contudo, 
embora o HPAV possa atingir altas taxas de transmissão, não conta com um adequado 
mecanismo de designação de largura de banda (LB), o que afeta consideravelmente o 
rendimento da rede à medida que aumenta o número de usuários devido a que unicamente 
um nó pode transmitir ao mesmo tempo. De acordo com o proposto e considerando que 
uma rede BPL pode ser representada como um jogo cooperativo de utilidade transferível 
(UT), neste artigo, propõe-se o uso de duas técnicas para a assignação equitativa de 
largura de banda: nucleolus e max-min fairness, as quais fazem parte da teoria de jogos 
cooperativos. Ao realizar o comparativo das técnicas nucleolus e max-min fairness como 
estratégia para a destinação de recursos, verificou-se que esta última gera os melhores 
resultados. Além disso, pôde-se evidenciar que a teoria de jogos pode ser considerada 
como uma nova estratégia para otimizar recursos em uma rede LAN sobre BPL.

Palavras-chave: HomePlug; nucleolus; max-min fairness; teoria de jogos; redes BPL.



167

Revista Ingenierías Universidad de Medellín, 18 (34) • Enero-Junio 2019 • pp. 165-180 • ISSN (en línea): 2248-4094
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INTRODUCCIÓN

Una red de datos, y en particular una red BPL (ver figura 1) en ambientes de baja tensión, 
se presenta como un escenario donde los nodos tienen una permanente necesidad de 
transmitir [1-4], lo que genera una disputa por acceder al medio y usar los recursos del 
canal de acuerdo con las necesidades de ancho de banda [5, 6] . Esto puede ocasionar 
situaciones de inequidad y de satisfacción particular de cada nodo. De acuerdo a lo 
planteado surge el siguiente interrogante: ¿Cómo distribuir de manera equitativa la 
capacidad de un canal BPL entre todos los nodos que forman parte de la red, para 
optimizar la asignación de recursos de acuerdo con los requerimientos establecidos 
por cada nodo, ofreciendo adecuados niveles de QoS y sin afectar el rendimiento de 
otro servicio e, incluso, superar la capacidad máxima permitida por el canal? Ante la 
situación planteada, se propone como estrategia de solución el uso de un área matemática 
denominada teoría de juegos.

Figura 1. Red BPL
Fuente: elaboración propia.

El concepto de teoría de juegos fue propuesto por John Von Neumann en 1928, y 
está orientado a evaluar las decisiones que puede tomar un individuo en un contexto 
competitivo de ganancia o pérdida, frente a las decisiones que adopten los demás 
competidores. A este escenario competitivo se le denomina juego y a los individuos 
que forman parte de este escenario se les denomina jugadores [7]. El uso de la teoría 
de juegos establece tres formas para realizar el modelamiento de un escenario real: 
extensiva, estratégica y de coalición. Las dos primeras solamente son aplicables a 
juegos no cooperativos, en los que únicamente prima el interés de cada jugador por 
obtener el beneficio propio, sin importar el resultado de los demás jugadores. La 
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tercera forma (coalición), es aplicable exclusivamente a juegos de tipo cooperativo, y 
corresponde a un juego en el cual dos o más jugadores no compiten entre sí sino que, 
por el contrario, trabajan de manera conjunta para conseguir el mismo objetivo y, 
por lo tanto, ganan o pierden como un grupo, aumentando la probabilidad de obtener 
una ganancia superior frente a la obtenida de actuar individualmente [8]. En un juego 
cooperativo no es necesario analizar las estrategias de los jugadores como ocurre en 
los juegos no cooperativos, basta únicamente con conocer la utilidad que puede obtener 
cada coalición y el vector pagos asociado a los resultados del juego [9].

El presente artículo propone el uso de dos técnicas para la asignación equitativa 
de recursos en una red BPL: nucleolus y max-min fairness, que forman parte integral 
de la teoría de juegos cooperativos y teniendo en cuenta que una red de datos puede 
ser representada como un juego cooperativo de utilidad transferible. 

1. METODOLOGÍA

1.1  Juegos cooperativos de utilidad transferible (UT)

Un juego cooperativo UT (con utilidad transferible) es un par ( ),N v  donde { }1,2,3  N n= …
es el conjunto de jugadores y : 2Nv →R se denomina función característica del juego, 
con ( ) 0v ∅ = . Se denomina coalición a cualquier subconjunto no vacío de N. Para 
cada coalición  S N⊂  está asociado un número ( )v S  el cual representa el pago que se 
puede asegurar a los jugadores que forman parte de , S independientemente de lo que 
hagan los demás jugadores [9]. El valor de una coalición se puede considerar como la 
cantidad mínima que puede obtener una coalición si todos los jugadores que forman 
parte de ella se asocian y juegan en equipo.

En la teoría de juegos cooperativos, en diversas ocasiones, es necesario dividir 
el valor neto de un bien o de un recurso entre un conjunto de jugadores de manera 
equitativa, teniendo en cuenta que en muchos casos la cantidad a dividir es insuficiente 
para satisfacer las demandas de cada jugador. En este punto es donde surge el problema 
conocido como bancarrota. 

Juego de bancarrota: un juego de bancarrota está definido como una terna ( ), ,N d E  
donde { }1,2, ,N n= …  es el conjunto acreedores, { }1 2, , , nd d d d= …  con 0, id i N≥ ∀ ∈  
es el vector de demandas de los acreedores y E  corresponde al valor neto que se debe 
repartir entre los elementos de N [10]. Para cada problema de bancarrota ( ), ,N d E  se 
puede definir un juego cooperativo ( ),N v . El conjunto de jugadores N  será el mismo 
conjunto de acreedores o demandantes del problema de bancarrota. El valor de la 
coalición S en el juego se define como la propiedad a repartir entre los jugadores que 
no fue reclamada por los demandantes que no pertenecen a la coalición S.
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Sea ( ) i
i S

d S d
∈

=∑  la suma de las demandas de todos los acreedores que forman 

parte de la coalición S; y sea ( ) i
i N S

d N S d
∈

= ∑
�

�  la suma de las demandas de todos 

los acreedores que no forman parte de la coalición S [11].

Juego cooperativo: un juego cooperativo ( ),N v  es un juego de bancarrota si existe 
un problema de bancarrota tal como el que se describe por la ecuación (1):

 ( ) ( ){ }0,  v S max E d N S S N= − ∀ ⊂�  (1)

El valor de cada coalición ( )v S  obedece a una valoración pesimista de lo que esta 
puede lograr y después de realizar un proceso de repartir entre los demandantes que 
no están en la coalición, el saldo es asignado a la coalición S [9]. Uno de los principales 
problemas para un juego cooperativo UT es cómo repartir la ganancia total ( )v N  entre 
todos los jugadores de manera equitativa y de acuerdo con la participación individual 
de cada jugador. Para dar solución al problema de optimización representado como un 
juego de utilidad transferible se propone el uso de dos técnicas: nucleolus y max-min 
fairness. Además, se realizará un análisis de tratamientos para identificar cuál de las 
técnicas presenta un mejor desempeño, tanto en optimización como en complejidad 
computacional, teniendo en cuenta que la técnica seleccionada está proyectada para 
ser implementada en dispositivos embebidos de bajo costo.

1.2  El nucleolus

El núcleo es un concepto de solución que tiene una dificultad importante debido a 
que, en algunas ocasiones, puede tratarse de un conjunto muy grande y en otras de 
un conjunto vacío. Por lo anterior, surge el concepto de nucleolus, el cual propone 
una solución siempre que el conjunto de imputaciones sea no vacío. El nucleolus es 
capaz de superar las falencias que presenta el núcleo, y entrega como resultado un 
conjunto no vacío y único. Además, el nucleolus forma parte del núcleo cuando este  
no es vacío.

Procedimiento para estimar el nucleolus: sea un juego ( ),N v  con una distribución 
de pagos 1 2( , , , ) n

nx x x x= … ∈R  eficiente entre los jugadores, como se presenta en la 
ecuación (2): 

 ( )
1

n

i
i

x v N
=

=∑  (2)

Entonces, el exceso de una coalición S con respecto a la distribución de pagos 
x, es la diferencia entre el valor de la coalición S y lo que recibe la coalición por la 
distribución x, es decir (ecuación (3)):
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 ( ) ( ) ( ) ( ), i
i S

e S x v S x S v S x
∈

= − = −∑  (3)

Aquí ( ), ,e S x  obedece a la medida del grado de insatisfacción de la coalición S con 
la distribución x. Cuanto mayor es ( ),e S x , mayor es el grado de insatisfacción. Para 
cada vector de distribución de pagos x se construye un vector ( )xθ , de forma que los 
excesos estén ordenados de mayor a menor, en relación con el orden de las coaliciones. 

Vector de excesos: para cada componente ( ),x I N v∈ , se define el vector de excesos 
como el vector ( )xθ , con 2n componentes, como se describe en la ecuación (4):

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2
, , , , nS N

x e S x x x xθ θ θ θ
∈

= = …  (4)

Donde, ( ) ( )1   1,2, ,2 1n
k kx x kθ θ +≥ ∀ = … −

Dados dos vectores excesos: x, y; se comparan en orden lexicográfico, elemento por 
elemento con el fin de identificar cuál de ellos presenta una menor diferencia o menor 
grado de insatisfacción. El proceso de comparación comienza evaluando la condición 
de desigualdad entre los primeros elementos de cada vector de excesos ( ( ) ( )1 1 ).x yθ θ<  
Si la condición se cumple, se puede decir que ( ) ( )Lx yθ θ< , de lo contrario se repite 
el proceso pero con el segundo elemento de cada vector y así sucesivamente hasta 
encontrar alguna diferencia entre sus elementos. Lo anterior se puede expresar con la 
ecuación (5):
 ( ){ } ( ){ }max , max ,

S S
e S x e S y<  (5)

Nucleolus: el nucleolus de un juego ( ),N v , se define como el conjunto ( ),N vN  el 
cual puede ser expresado con la ecuación (6):

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ; ,  y  ,LN v x I N v x y I N vθ θ= ∈ ≤ ∀ ∈N  (6)

Por tanto, se puede decir que el nucleolus contiene aquellas distribuciones de 
pagos que son imputaciones y para las cuales se minimiza el mayor de los grados de 
insatisfacción. Una condición suficiente para que el nucleolus exista y sea único, es 
la ecuación (7):

 { }( ) ( )
1

n

i

v i v N
=

≤∑  (7)

Para calcular el nucleolus 1 2( , , , ) n
nx x x x= … ∈R  de un juego ( ),N v , es necesario 

resolver el siguiente problema de programación lineal presentado en la ecuación (8):
 min γ

 ( )   , , ,i
i S

v S x S N S S Nγ
∈

− ≤ ∈ ≠∅ ≠∑  (8)

 ( ),x I N v∈
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Donde γ es el mínimo valor posible para el problema planteado, el cual es alcanzado 
en un punto x. Entonces se puede decir que x es el nucleolus.

La metodología propuesta para calcular el nucleolus 1 2( , , , ) n
nx x x x= … ∈R  procede 

de la siguiente forma:

Paso 1: establecer los valores de ( ). v S Teniendo en cuenta que la demanda total 
de ancho de banda (AB) es superior al ancho de banda total disponible, el escenario 
propuesto por la red BPL se puede considerar como un juego de bancarrota. El valor 
para ( ) v S puede ser calculado usando la ecuación (9): 

 ( ) 0,  i
i N S

v S max E d S N
∈ −

   = − ∀ ⊂    
∑  (9)

Paso 2: el nucleolus 1 2 3 4( , , , )x x x x x= , por tratarse de una imputación, debe cumplir 
con las restricciones presentadas en la ecuación (10):

 { }( )ix v i≥

 ( )
1

n

i
i

x v N
=

=∑  (10)

 1,2,3,4i=

Paso 3: finalmente, para calcular el nucleolus se puede plantear como un problema 
minimax de la siguiente forma que se muestra en la ecuación (11):

 ( ){ }{ }
1 2 3 4, , ,
min  max ,kx x x x

e S x  (11)

Sujeto a:

 { }( )ix v i≥

 ( )
1

n

i
i

x v N
=

=∑
Paso 4: para dar solución al problema de optimización se utilizó el toolbox de 

optimización [12], incluido en Matlab, el cual permite hacer uso de diversos métodos 
de optimización. Los valores para cada uno de los parámetros (función objetivo, 
las restricciones y el punto inicial de iteración de forma matricial) para el problema 
propuesto. 

Donde F : vector de coeficientes de la función objetivo; ,A b: corresponden a las 
restricciones de desigualdad, en donde A es la matriz de coeficientes y b el vector de 
resultados para cada una de las inecuaciones ( )Ax b≤ ; eqA , eqb : corresponden a las 
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restricciones de igualdad, en donde eqA  es la matríz de coeficientes y eqb  es el vector 
de resultados para cada una de las ecuaciones ( )eq eqA x b= ; 0x : punto inicial para la 
iteración.

Los autores desarrollaron un algoritmo en MATLAB que integra cada uno de 
los pasos mencionados anteriormente, para facilitar los procesos de asignación de 
recursos mediante el uso del nucleolus, y que puede ser utilizada en futuros trabajos 
de investigación descritos en la sección 1.3.

1.3  Algoritmo de equidad max-min fairness (MMF)

Uno de los algoritmos que ha sido utilizado en diversos trabajos de investigación 
relacionados con la asignación de recursos de forma justa, es el algoritmo denominado 
max-min fairness (MMF), el cual proviene de la teoría de juegos cooperativos. En [13] 
y [14] se encuentran algunos de los trabajos que hacen uso de este algoritmo como 
estrategia de optimización. Los de [15-17] forman parte de los primeros trabajos de 
investigación soportados en la teoría de juegos que hacen de procesos de ordenamiento 
lexicográfico y, particularmente, el trabajo de Schmeidler [18] quien introdujo la 
noción de ordenamiento lexicográfico cuando estableció el nucleolus de una función 
característica de un juego, el cual puede definirse de la siguiente forma:

En un juego UT ( ),N v , con una función característica : 2Nv +→R  que asocia un 
valor ( ) 0v S ≥  para cada coalición S N⊆ ; se desea encontrar una distribución justa o 
equitativa de la ganancia total ( )v N  entre todos los jugadores 1,2, , .i n= …  Un vector de 
pago nϕ∈R  esta definido de forma que 0.iϕ ≥  Por cada coalición S N⊆ , se establece 
un ( ) i

i S

Sϕ ϕ
∈

=∑  y ( )i
i N

v Nϕ
∈

=∑  [19]. Por último, para cualquier vector de pago ϕ, existe 

un vector γ cuyos componentes toman los valores ( ) ( )v S Sϕ− , para todo .S N⊆  De esta 
manera, el vector ϕ se define como el nucleolus del juego y γ es la max-min fairness 
que puede ser calculada de acuerdo con las ecuaciones (12) y (13):

 ( )      i s s
i S

v S g Sϕ γ
∈

− = ≤ ∀ ⊂∑  N, 0ϕ≥  (12)

 ( )Ng v N=  (13)

MMF es una técnica iterativa que permite distribuir de forma óptima los recursos 
entre todos los elementos que formen parte del sistema [20] y puede ser utilizada en 
diversos escenarios de red, incluida una red BPL en la que cada nodo puede establecer 
varias sesiones producto de diversas fuentes de tráfico y cada enlace puede ser com-
partido con otras sesiones existentes. 
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El algoritmo MMF es el siguiente:

a. Se genera un vector ,V  en el cual se registran los valores de AB solicitados por cada 
nodo i y clase r  ( 'irAB ) de acuerdo con la necesidad del servicio ( ' 0irAB ≥ ) y se 
determina el número de fuentes de tráfico o número de jugadores ( jN ) presentes 
en la red BPL. 

b. Se procede a ordenar de manera ascendente el vector V  

c. Se calcula un valor de referencia inicial ( refAB ), mediante el uso de la expresión: 

 ( )
1

jN

k
ref

j

V k
AB

N
==

∑ . En la primera iteración ( 1i= ), si  ( ) ( )1| 1i ref refV i AB V AB= > → =  

de lo contrario se mantiene el valor que presenta antes de realizar el proceso de 
comparación, en donde se asignaría el valor de AB solicitado por el nodo.

d. Se realiza un nuevo proceso de estimación de refAB  teniendo en cuenta la cantidad 
de elementos que forman parte del vector V  y que aún no se les ha realizado el 
proceso de comparación. Es decir:

 
( )jN

k i
ref

j

V k
AB

N i
==
−

∑  (14)

e. En la siguiente iteración ( 1i i= + ), si ( ) ( )ref refV i AB V i AB> → = , de lo contrario 
( )V i  conserva el valor que presenta antes de realizar el proceso de comparación y 

repite el ítem (d). Este proceso se repite hasta que todos los elementos del vector 
V  sean valorados.

f. Se asigna el ancho de banda para cada nodo i y clase r  ( irAB ) de acuerdo con los 
valores registrados en el vector V  resultante.

2. RESULTADOS Y ANÁLISIS

2.1  Descripción del escenario propuesto

Con el fin de evaluar el comportamiento del nucleolus y de la max-min fairness al 
momento de realizar procesos de asignación de recursos en una red LAN operando con 
tecnología BPL, se han propuesto dos escenarios conformados por 15 nodos cada uno, 
a través de los cuales solamente circulará tráfico de datos. En cada escenario el nodo 
15 actúa como coordinador central (CCo) ‒ver figura 1‒ y los requerimientos de canal 
por cada uno de los nodos (AB solicitado) se encuentran establecidos en la tabla 1, en 
ella se observa que el AB total ( ) TAB requerido es mayor que el AB total disponible, 
estableciendo un estado de saturación del canal BPL en ambos escenarios. Para calcular 
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el valor de TAB  se hace uso de la herramienta denominada “generador de canal PLC 
(GC_PLC)”, escrita en Matlab [21]. El GC_PLC permite estimar el comportamiento de 
un canal BPL de acuerdo con los parámetros asociados a la topología de una red BPL, 
en un ambiente residencial típico. Adicionalmente, la herramienta realiza un proceso 
de evaluación del canal por debajo de la banda de los 30MHz, considerando que los 
adaptadores de red BPL bajo el estándar HPAV operan en esta banda de frecuencia [22]. 
En [21] se presenta la información necesaria para el uso de la herramienta GC_PLC. 
El resultado obtenido bajo condiciones de canal típica y deficiente, arrojó valores de 

TAB  para las condiciones de canal establecidas en los escenarios 1 y 2 de 125.5 Mbps 
y 80,2 Mbps respectivamente. 

Tabla 1. Requerimientos de AB para cada escenario propuesto

Nodo i Escenario 1:
AB solicitado [Mbps]

Escenario 2:
AB solicitado [Mbps]

1 13,50 8,20

2 13,14 9,10

3 16,14 8,59

4 12,77 16,93

5 12,04 6,31

6 8,21 16,58

7 11,70 14,97

8 12,83 13,77

9 15,67 9,03

10 7,82 10,69

11 6,07 5,63

12 10,08 15,94

13 7,47 14,52

14 5,91 13,81

15 14,36 5,03

AB total 
requerido 167,71 169,10

AB total 
disponible 125,50 80,20

Fuente: elaboración propia.
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2.2  Comparación de tratamientos AB max-min fairness vs. AB-nucleolus

En las tablas 2 y 3 se registran los valores correspondientes al AB max-min fairness, 
AB-nucleolus, iX  y iY  que corresponden a la diferencia entre el AB solicitado por 
cada nodo ( id ) y el AB asignado a través de los métodos max-min fairness y nucleolus 
respectivamente, los cuales se encuentran asociados y acordes con cada uno de los 
escenarios propuestos (ver figuras 2 y 3). Adicionalmente, se observa que la suma total 
del AB asignado en cada método es igual al AB total disponible para cada escenario 
propuesto. Con el fin de evaluar, si el uso de la max-min fairness como estrategia de 
optimización en una red BPL realiza un mejor proceso de asignación de recursos que 
el método del nucleolus, se plantean las siguientes hipótesis:

 : o x yH µ µ≤

 : a x yH µ µ>

Figura 2. Escenario 1
Fuente: elaboración propia.

Figura 3. Escenario 2
Fuente: elaboración propia.
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Donde  xµ y yµ  son las medias correspondientes a la diferencia existente entre el AB 
solicitado y el AB asignado, a través de los métodos de max-min fairness y nucleolus 
respectivamente. La hipótesis oH , plantea que el método max-min fairness realiza un 
mejor ajuste que el método del nucleolus acorde a los requerimientos de cada nodo al 
presentar una diferencia promedio inferior y la aH  establece la condición contraria. 
Para aceptar o rechazar las hipótesis planteadas es necesario realizar un contraste 
de hipótesis sobre diferencia de medias con muestreo apareado, mediante la prueba 
denominada t-pareada. Para ello, se establecen los siguientes pasos :

Paso 1: realizar un proceso de muestreo aleatorio simple tomando como población 
los resultados que se encuentran registrados en las tablas 2 y 3. Para estimar el tamaño 
de la muestra en una población finita se hace uso de la siguiente ecuación [23]:

 
( )

2

2 21
Z Npqn

i N Z pq
α

α

=
− +

 (15)

Tabla 2. AB asignado a cada nodo para el escenario 1

Nodo i AB solicitado (di)
[Mbps]

AB asignado
nucleolus (Ni)

[Mbps]

AB asignado
max-min (Mmi)

[Mbps]
Yi = di – Ni Xi = di – Mmi

1 13,50 10,569 9,002 2,931 4,498

2 13,14 10,222 9,002 2,918 4,138

3 16,14 13,114 9,002 3,026 7,138

4 12,77 9,866 9,002 2,904 3,768

5 12,04 9,167 9,002 2,873 3,038

6 8,21 5,503 8,210 2,707 0,000

7 11,70 8,842 9,002 2,858 2,698

8 12,83 9,924 9,002 2,906 3,828

9 15,67 12,660 9,002 3,010 6,668

10 7,82 5,128 7,820 2,692 0,000

11 6,07 3,420 6,070 2,650 0,000

12 10,08 7,284 9,002 2,796 1,078

13 7,47 4,791 7,470 2,679 0,000

14 5,91 3,258 5,910 2,652 0,000

15 14,36 11,752 9,002 2,608 5,358

AB total 167,71 125,500 125,5

Fuente: elaboración propia.
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Tabla 3. AB asignado a cada nodo para el escenario 2

Nodo i AB solicitado (di)
[Mbps]

AB asignado
nucleolus (Ni)

[Mbps]

AB asignado
max-min (Mmi)

[Mbps]
Yi = di – Ni Xi = di – Mmi

1 8,20 3,983 5,369 4,217 2,831

2 9,10 4,512 5,369 4,588 3,731

3 8,59 4,204 5,369 4,386 3,221

4 16,93 7,401 5,369 9,529 11,561

5 6,31 3,125 5,369 3,185 0,941

6 16,58 7,277 5,369 9,303 11,211

7 14,97 6,765 5,369 8,205 9,601

8 13,77 6,442 5,369 7,328 8,401

9 9,03 4,469 5,369 4,562 3,661

10 10,69 5,514 5,369 5,176 5,321

11 5,63 2,890 5,369 2,740 0,261

12 15,94 7,062 5,369 8,878 10,571

13 14,52 6,640 5,369 7,881 9,151

14 13,81 6,452 5,369 7,358 8,441

15 5,03 3,464 5,030 1,566 0,000

AB total 169,10 80,200 80,200

Fuente: elaboración propia.

Donde :n  tamaño de la muestra; :Zα  valor correspondiente a la distribución de 
Gauss con un error α. El valor de Zα para α =0,05 es de 1,96; :p  prevalencia esperada 
del parámetro evaluador; :1q p− ; :i  error estimado durante el proceso de muestreo. 
Los valores asignados para cada uno de los parámetros son los de la tabla 4.

Tabla 4. Valores asignados

N a Zá p q i Parámetro común 

30 0,05 1,96 0,7 0,3 0,05 Estado del canal BPL (regular o deficiente)

Fuente: elaboración propia.

Mediante el uso de la expresión anterior, el número de muestras que se deberán 
escoger aleatoriamente es presentado en la ecuación (16): 
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[ ]

[ ] ( ) [ ]

2

2 2

1,96 *30*0,7 *0.3
27.52 28

0,05 * 30 1 1,96 *0,7 *0.3
n= = ≈
   − +      

 (16)

Paso 2: se define una nueva variable aleatoria Z X Y= −  y se procede a calcular 
el valor medio y la desviación estándar para la variable Z . El resultado de este proceso 
arrojó los valores de 0.049−  y 1.997 para   zZ y S  respectivamente. Por otro lado, al 
definirse una nueva variable Z, es necesario realizar un ajuste en las hipótesis planteadas 
en la ecuación (17):

 : 0 0o x y x y zH µ µ µ µ µ≤ → − ≤ → ≤  (17)

 : 0 0a x y x y zH µ µ µ µ µ> → − > → >

Paso 3: se procede a calcular el valor del estadístico establecido para la prueba 
mediante el uso de la ecuación (18):

 0.049 28 0.13 
1.997z

Zd n
S

−
= = =−  (18)

Donde d  es el valor del estadístico y n obedece al número de muestras para los 
dos escenarios propuestos.

Paso 4: establecer el rango de aceptación de la oH  para ( ){ }; 1: nt t T α −<  al 5 % de 
significancia ( 0.05)α=  y 1n−  grados de libertad. Para el caso particular, el valor de 
( )0.05;27 1.7033T = , definiendo el rango de aceptación de la oH  entre ( ),1.7033−∞ . 

Al evaluar el valor del estadístico d  se observa que se encuentra dentro del intervalo 
de aceptación, razón por la cual la oH  no es rechazada. De acuerdo a lo anterior, se 
concluye que la técnica max-min fairness logra una mejor asignación de recursos en 
redes LAN sobre BPL que el nucleolus, teniendo en cuenta que para los escenarios 
propuestos, la max-min fairness realizó una mejor asignación de AB en comparación 
con el método del nucleolus al minimizar la diferencia entre el AB valor solicitado 
y el AB valor asignado para cada nodo, con un 95 % de confianza. Adicionalmente, 
la max-min fairness requiere de una complejidad computacional y temporal mucho 
menor que el nucleolus, teniendo en cuenta que a la hora de realizar el procesamiento 
de los cálculos para la asignación de recursos en cada uno de los escenarios propuestos, 
el tiempo promedio que tardaron el nucleolus y la metodología max-min fairness en 
arrojar el resultado fue de 63,23 segundos y 0,043 segundos respectivamente. Es 
importante resaltar, que entre los factores que pueden influir en el máximo ancho de 
banda disponible se destacan las condiciones eléctricas del medio, la atenuación, el 
tipo de cableado y la calidad de la energía, así como las interferencias, las impedancias 
y el número de usuarios conectados, entre otros.
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3. CONCLUSIONES

Ante la necesidad de realizar una distribución equitativa de recursos, de acuerdo con 
la demanda del servicio, entre los nodos que forman parte de una red BPL, se propuso 
el uso de la teoría de juegos cooperativos de utilidad transferible como estrategia de 
optimización y para ofrecer adecuados niveles de QoS en cada uno de los nodos. Dos 
técnicas fueron consideradas: nucleolus y max-min fairness. Con base en los resultados 
obtenidos se pudo evidenciar que la teoría de juegos puede ser considerada como una 
estrategia para la optimización de recursos en una red LAN sobre BPL, teniendo en 
cuenta que las dos técnicas propuestas generaron valores adecuados para la asignación 
de recursos en cada nodo. No obstante, para los escenarios propuestos, la max-min 
fairness fue la técnica que realizó una mejor asignación de AB, al minimizar la 
diferencia entre el AB valor solicitado y el AB valor asignado para cada nodo, con un 
95 % de confianza. Adicionalmente, max-min fairness requiere de una complejidad 
computacional y temporal mucho menor que el nucleolus, teniendo en cuenta que, al 
realizar el procesamiento de los cálculos para la asignación de recursos en cada uno de 
los escenarios propuestos, los tiempos promedio que tardaron el nucleolus y la max-min 
fairness para generar el resultado fueron de 63,23 seg y 0,043 seg respectivamente, 
con lo cual es posible considerar el uso de max-min fairness como estrategia para la 
asignación de recursos, soportada en el uso de dispositivos embebidos de bajo costo. 
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